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1 基模型

考虑一个二叉树，如何生长？最大化父节点的样本集合的损失值与其之下的两个子节点的样
本集合损失值的差值。

1.1 回归树

变量竞争准则：

Δ𝑆𝑆𝑇 = ∑
𝑖∈𝑓𝑎𝑡ℎ𝑒𝑟 𝑛𝑜𝑑𝑒

(𝑦𝑖 − 𝑦)2 − { ∑
𝑖∈𝑠𝑜𝑛 𝑛𝑜𝑑𝑒 1

(𝑦𝑖 − 𝑦)2 + ∑
𝑖∈𝑠𝑜𝑛 𝑛𝑜𝑑𝑒 2

(𝑦𝑖 − 𝑦)2}

拆分变量以及生长：

1. 变量内部寻找最佳分割。数值变量一般遍历样本之间的均值找到该变量使得 Δ𝑆𝑆𝑇 最大的
分割点 𝜏，而分类变量遍历所有的组合找使得 Δ 最大的 𝒜 以及其补集 𝒜𝑐。

2. 变量之间寻找最佳拆分变量。比较每个变量最佳分割的 Δ𝑆𝑆𝑇 的大小，拥有最大 Δ 的变量，
作为拆分分量，其 𝜏 或 𝒜 作为拆分准则。

3. 重复 1，2。根据不同的准则，停止生长。比如总 𝑅2 增长不会大于复杂性参数 (complexity
parameter, cp) 的某个值时，或者到了分叉的限制点，或者某个节点的观测值太少。

Note: 对于回归树而言，样本在某个节点的预测值就是该节点样本集合的均值；每个节点下面
如果停止生长，那么序号会保留。
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1.2 决策树

决策树拆分变量以及生长的过程与回归树类似，只不过竞争的准则与回归有所不同。

假定观测值一共有 𝐾 类，在一个节点的观测值中属于第 𝑖 类的比例为 𝑝𝑘(𝑘 = 1, 2, ..., 𝐾). 显
然 ∑𝐾

𝑘=1 𝑝𝑘 = 1. 常有的准则有下面几种：

• 误分率按照少数服从多数的原则，在树的某叉中，某一类 𝑖 的数目是最多的，则类 𝑖 被认为
是分类正确的，那么误分率为 1 − 𝑝𝑖

• 熵定义为 —— ∑𝐾
𝑘=1 𝑝𝑘𝑙𝑜𝑔2𝑝𝑘. 在所有的观测值都为一类的时候，熵为 0. 因此所选择的拆

分变量是使得父节点的熵和子节点的熵差别（称为信息增益 (information gain)）最大的变
量。子节点的熵应为各个子节点的数目比例对各个节点熵的加权平均。

• Gini 不纯度（或 Gini 指数）定义为

𝐾
∑
𝑘=1

𝑝𝑘(1 − 𝑝𝑘) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑝𝑘 −
𝐾

∑
𝑘=1

𝑝2
𝑘 = 1 −

𝐾
∑
𝑖=1

𝑝2
𝑘

在所有的观测值都为一类的时候，Gini 不纯度的度量都为 0. 因此，所选择的拆分变量是使
得父节点 Gini 不纯度和子节点的 Gini 不纯度差别最大的变量。子节点的 Gini 不纯度应该
用各个子节点观测值数目比例对各个节点的 Gini 不纯度的加权平均来计算。

何时停止树的生长按照某些确定的误判函数计算。例如控制参数 cp，如果纯度改变达不到它
的值，就不会再分叉了。另外还有一个复杂性（complexity parameter）的量 𝛼 ∈ [0, ∞), 计算每增
加一个变量到模型中的损失。

再如，从长成的树的终节点开始剪枝，每剪一次，看看误差是不是增加，如果超过要求则停止
剪枝。

另一种剪枝原则是使得下式最小：

�𝑇 �����𝑡���� − �𝑇 ���
�𝑇 ������� − �𝑇 �����𝑡�������

其实本质就是最大化剪去一个节点能够减少的误差。
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2 Bagging

自助法抽样：对样本的抽样；一般我们只有一个样本，通过对这个样本进行抽样（部分或者全
部），得到许多自助法样本。

抽样：对总体的抽样。

自助法的数学推断以及与总体近似的证明：

经典的统计推断基于抽样分布 (sampling distribution), 抽样分布是从总体重复抽样所得样本
的分布，但是从原始总体中重复抽样是很困难的，因此我们只有对分布做出各种无法验证的假定，
然后根据这些假定对统计量或者参数做出推断。

自主法也有其限制所在：太小的样本不是总体的很好近似；不平衡样本；不规范数据；以及非
独立观测值组成的数据。

决策树可以看作一个简单的学习器，多个决策树的组合可以组合成非常精确的学习器。但是
同一个数据产生的学习器是一样的，但是如果对原始数据做自助法抽样（放回抽样）则会产生不同
的数据，因而会产生不同的决策树，如果再在抽样概率以及决策树拆分变量等方面做些改变，则
可以产生基于同一个原始数据的各个不同的决策树，形成一个可以 “投票”（平均或加权平均）的
决策树群。

Note：bagging 解决的是基模型 overfitting 的问题。

3 Boosting

核心：基于残差的拟合；

假定第一个基模型的拟合以后每个样本的残差为 [𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚], 那么第二个基模型拟合的观
测值就为 [𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑚].

Note: boosting 解决的是 underfitting 的问题。
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3.1 xgboost

构造目标函数

假设已经训练了 𝐾 棵树，则对于第 𝑖 个样本（最终) 预测值为：

̂𝑦𝑖 =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑥𝑖), 𝑓𝑘 ∈ ℱ

目标函数：

𝑜𝑏𝑗 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦𝑖) +
𝐾

∑
𝑘=1

Ω(𝑓𝑘)

对于 𝐾 个模型的优化是叠加式训练；给定 𝑥𝑖： ̂𝑦𝑖
(0) = 0 ← (default case)

̂𝑦𝑖
(1) = ̂𝑦𝑖

(0) + 𝑓1(𝑥𝑖) ̂𝑦𝑖
(2) = ̂𝑦𝑖

(0) + 𝑓1(𝑥𝑖) + 𝑓2(𝑥𝑖)
…… ̂𝑦𝑖

(𝑘) = ̂𝑦𝑖
(0) + 𝑓1(𝑥𝑖) + 𝑓2(𝑥𝑖) + ... + 𝑓𝑘−1(𝑥𝑖) + 𝑓𝑘(𝑥𝑖) → ̂𝑦𝑖

(𝑘) = ̂𝑦(𝑘−1) + 𝑓𝑘(𝑥𝑘) 当训练第 𝑘 树
时，目标函数写作：

𝑜𝑏𝑗𝑘 =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦(𝑘−1) + 𝑓𝑘(𝑥𝑘)) +
𝐾−1
∑
𝑗=1

Ω(𝑓𝑗) + Ω(𝑓𝑘) →
𝑛

∑
𝑖=1

𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦(𝑘−1) + 𝑓𝑘(𝑥𝑘)) + Ω(𝑓𝑘)

目标函数直接优化难，如何近似?（talor expansion)

𝑜𝑏𝑗𝑘 =
𝑛

∑
𝑖

[𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦𝑖
(𝑘−1)) + 𝜕 ̂𝑦𝑖

(𝑘−1))𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦𝑖
(𝑘−1)) ∗ 𝑓𝑘(𝑥𝑖) + 1

2𝜕2
̂𝑦𝑖
(𝑘−1))𝑙(𝑦𝑖, ̂𝑦𝑖

(𝑘−1)) ∗ 𝑓2
𝑘(𝑥𝑖)]+Ω(𝑓𝑘) =

𝑛
∑

𝑖
[𝑔𝑖 ∗ 𝑓𝑘(𝑥𝑖) + 1

2ℎ𝑖 ∗ 𝑓2
𝑘(𝑥𝑖)]+Ω(𝑓𝑘)

Note: 𝑔𝑖 以及 ℎ𝑖 就是残差的一种形式，传递给第 𝑘 个模型训练的方向；记住 𝑔𝑖 以及 ℎ𝑖 是样
本 𝑖 具有两个常量可以帮助后面的理解。

如何把树的结构引入目标函数

参数化一棵树：定义：𝑞(𝑥𝑖) → 样本 𝑥𝑖 在树的哪个叶节点。𝜔 → 叶节点的权重值（值）那么
𝜔𝑞(𝑥𝑖) → 样本 𝑥𝑖 的预测值 𝑓𝑘(𝑥𝑖) = 𝜔𝑞(𝑥𝑖) 𝐼𝑗 → 在叶子节点 𝑗 的样本集合。

Ω(𝑓𝑘) = 𝛾𝑇 + 1
2𝜆

𝑇
∑
𝑗=1

𝜔𝑗

新的目标函数：

𝑜𝑏𝑗𝑘 =
𝑛

∑
𝑖

[𝑔𝑖 ∗ 𝑓𝑘(𝑥𝑖) + 1
2ℎ𝑖 ∗ 𝑓2

𝑘(𝑥𝑖)]+Ω(𝑓𝑘) =
𝑛

∑
𝑖

[𝑔𝑖 ∗ 𝜔𝑞(𝑥𝑖) + 𝜔2
𝑞(𝑥𝑖)(𝑥𝑖)]+𝛾𝑇 +1

2𝜆
𝑇

∑
𝑗=1

𝜔𝑗 =
𝑇

∑
𝑗

⎡⎢
⎣

(∑
𝑖∈𝐼𝑗

𝑔𝑖)𝜔𝑗 + 1
2(∑

𝑖∈𝐼𝑗

ℎ𝑖 + 𝜆)𝜔2
𝑗
⎤⎥
⎦

+𝛾𝑇
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Note：这里的关键在于上面提到的 𝑔𝑖 以及 ℎ𝑖 是样本 𝑖 所具有的一个常量，观察目标函数可
以知道，其值就是每个样本的 𝑔𝑖 和 ℎ𝑖 与其叶子节点 𝜔𝑗 值的乘积之和。目标函数形式的改变就是
从样本遍历其和变为从叶子节点遍历其和。定义 𝐺𝑗 = ∑𝑖∈𝐼𝑗

𝑔𝑖, 𝐻𝑗 = ∑𝑖∈𝐼𝑗
ℎ𝑖:

𝑜𝑏𝑗𝑘 =
𝑇

∑
𝑗=1

[𝐺𝑖𝜔𝑗 + 1
2(𝐻𝑖 + 𝜆)𝜔2

𝑗 ] + 𝛾𝑇

Note: 可以看到最后的目标函数就是，某个叶子节点的样本集合一阶导数之和该节点权重值 + 二
阶导数之和该节点权重值的平方。注意 𝐺𝑖 以及 𝐻𝑖 的都是常数。

利用贪心算法求解树的生长过程。

注意 𝐺𝑖 以及 𝐻𝑖 的都是常数，最后的目标函数实际熵就是一个形如 𝑏 + 𝑎𝑥2 的二次函数，二
次函数为了取得最大值，其 𝑥 取值为：𝜔𝑗∗ = − 𝐺𝑖

𝐻𝑖+𝜆 + 𝛾𝑇，那么目标函数取值为 −1
2 ∑𝑇

𝑗=1
𝐺2

𝑖
𝐻𝑖+𝜆。

如之前提到的决策树的生长，这里的生长，和其类似，不过分割的准则变成了 𝑜𝑏𝑗；每一次分割就
是使得 Δ𝑜𝑏𝑗 最大的方向。
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