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1 矩阵视角下的线性方程组

2𝑥1 + 3𝑥2 = 8
𝑥1 − 𝑥2 = 1

Can be represented in matrix form as 𝐴𝑥 = 𝑏:

[2 3
1 −1

] [𝑥1
𝑥2

] = [8
1
]

对线性方程组的求解有两种思路：

1. 行视角，每一个方程代表一条直线，直线的交集即为方程组的解，其本质时把每一行看成一
个基向量，然后把目标向量投影，取投影长度。

2. 列视角，对列向量寻找合适的线性组合，得到新向量，其本质时在标准基空间中，取对应的
列向量，然后线性组合出目标向量。

𝑥1 [2
1
] + 𝑥2 [ 3

−1
] = [8

1
]

从列视角的观点来看，线性方程组有解的条件显然是当目标向量 𝑏 处于所有列向量张成的空
间之中之时才有解。
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这里涉及到矩阵的乘法，对矩阵的乘法有四种理解：

1. 左乘为行变换，为行的线性组合。
2. 右乘为列变换，为列的线性组合。
3. 行与列点积得到单个元素，𝐶𝑖𝑗 = 𝑎𝑖 ∗ 𝑐𝑗, 元素 𝑐𝑖𝑗 为行 𝑖 与列 𝑗 的点积。
4. 列与行乘积得到矩阵。
5. 分块矩阵。

其中最常用的为列视角，应时刻记住；行视角的观点主要用于用矩阵描述高斯消元法，
因为高斯消元法涉及到行的组合。

对于线性方程组的求解而言，消元法是最常见的方法。消元法为将系数矩阵 𝐴 的对角线元素
视为为主元（pivot），将主元下方的所有元素通过变换之后为 0，具体的操作方法为用主元之后的
每一行减去主元行适当的倍数。

若系数矩阵为方阵且可逆：

1. 每一步消元操作可按消去的元素记为消元矩阵 𝐸𝑖𝑗，为下三角矩阵。

2. 若出现主元为 0 时，则通过行交换与下面的行进行交换，该操作可用矩阵记为置换矩阵 𝑃，
置换矩阵 𝑃 𝑇 = 𝑃 −1

3. 消元以后则得到上三角阵 𝑈（Upper-triangular matrix）

⎡⎢⎢
⎣

∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 0

⎤⎥⎥
⎦

对于计算机而言，在进行高斯消元时，是先对系数矩阵 𝐴 进行消元，然后对 𝑏 进行同样的
操作。手工计算时，可将 𝑏 插入 𝐴 最后一列同时进行操作，该矩阵称为增广矩阵（augmented
matrix）。

𝐴𝑥 = 𝑏 → 𝑈𝑥 = 𝑐

消元矩阵的逆矩阵总是容易求得的，即为抵消原操作 𝐸𝑖𝑗 的矩阵。

对于一般矩阵的逆矩阵的求法，可以使用高斯-若尔当消元法，其本质是同时对多个线性方程
组进行消元。
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𝐸 [𝐴|𝐼] = [𝐸𝐴|𝐸𝐼] = [𝐼|𝐴−1]

在不涉及行交换的情况下：

𝐸𝐴 = 𝑈 → 𝐴 = 𝐿𝑈 → 𝐴 = 𝐿𝐷𝑈

从上式中可以看到矩阵的 𝐿𝑈 分解实际上其中的 𝐿 矩阵就是消元矩阵 𝐸 的逆。

若涉及行交换，则:

𝐸𝑃𝐴 = 𝑈 ⇒ 𝑃 𝐴 = 𝐿𝑈(𝐿 = 𝐸−1)

𝐿 矩阵优点在于可以直接写入每一步的消元系数。

则原线性方程组可写为：

𝐿𝑈𝑥 = 𝑏

设 𝑈𝑥 为 𝑦，则可先解出 𝑦, 然后再解出 𝑥。

NOTE:

1. 消元矩阵 𝐸𝑚𝑚 以及置换矩阵总是可逆的，实际上对矩阵左乘一个可逆矩阵就是对行进行线
性组合，该操作不改变矩阵的零空间以及行空间 𝐶𝐴𝑥 = 0 → 𝐴𝑥 = 𝐶−1 ∗ 0 = 0。

2. 实际上对于任意 𝑚 ∗ 𝑛 矩阵，其消元操作以及交换行也都可以用消元矩阵 𝐸𝑚∗𝑚 以及置换
矩阵 𝑃𝑚∗𝑚 表示，此时 𝐸𝑃𝐴 = 𝑈 , 这里 𝑈 则为阶梯型矩阵

若对任意矩阵 𝐴𝑚𝑛:

𝐴𝑥 = 0：

系数矩阵 𝐴 消元以后得到阶梯型矩阵 𝑈，然后进一步简化为行最简形矩阵 𝑅 (Reduced row
echelon form, rref), 其中主元列数目为 𝑟，自由列数目为 𝑛 − 𝑟。

𝑅 = [𝐼 𝐹
0 0

]
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原方程 𝐴𝑥 = 0 的求解变为：

[𝐼 𝐹] [𝑥pivot

𝑥free
] = 0

那么该方程的零空间矩阵 𝑁 = [−𝐹
𝐼

]，对自由变量其中任意一个赋值为 1, 其它赋值为 0，则

可得到一个特解，这些特解的线性空间构成了其零空间。

NOTE: 在由 𝑈 → 𝑅 的过程中一般涉及到了列的变化，其解的位置也出现了对应的变化，即
在得到了零空间矩阵中也要进行对应的行变换。

关于向量空间：

向量空间是对于线性运算封闭的向量集合，并且任何向量空间一定包含零向量。向量
空间的子空间为包含于向量空间内的一个向量空间，“子空间” 与 “子集” 的区别在于
所有元素在原空间之内就可以称为子集，但是要满足对线性运算封闭的子集才能成为
子空间。

关于 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑑𝑖𝑚(𝐴) = 𝑚 ∗ 𝑛 涉及到的向量空间：

1. 列空间 𝐶(𝐴) 是其列向量线性组合所构成的空间, 为 𝑅𝑚 空间中的子空间。
2. 零空间 𝑁(𝐴) 是指满足 𝐴𝑥 = 0 的所有解的集合，为 𝑅𝑛 空间中的子空间。

所谓零空间是使得列的线性组合为 0 的向量空间，而所谓左零空间实际上是使得行的
线性组合为 0 的向量空间，参照上面对矩阵乘法的不同理解。

至于各个子空间是哪个维度空间的子空间实际上完全取决于其向量的长度。
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对于向量空间，最重要的就是其基与维数，如何找到这些子空间的基与维数就是我们
需要关注的。下面的式子给出了关于矩阵 𝐴 四个子空间所有的信息。

𝐸𝑚𝑚𝐴𝑚𝑛 = 𝑅 = [ 𝐼𝑟∗𝑟 𝐹𝑟∗(𝑛−𝑟)
0(𝑚−𝑟)∗𝑟 0(𝑚−𝑟)∗(𝑛−𝑟)

] , 𝑟𝑎𝑛𝑘 = 𝑟

𝑅𝑚∗𝑛𝑁𝑛∗(𝑛−𝑟) = 0

需要注意的消元操作-行的初等变换，不改变行空间，但是会改变列空间——
(0, 1), (1, 0) 两个向量分别构成一维的空间，但是这两个空间是不同的！

𝐴𝑥 = 𝑏:

𝑥complete = 𝑥𝑝 + 𝑥𝑛,其中𝐴𝑥𝑝 = 𝑏, 𝐴𝑥𝑛 = 0 → 𝐴(𝑥𝑝 + 𝑥𝑛) = 𝑏

𝑥𝑝 为将所有自由变量赋值为 0 ，得到的特解，𝑥𝑛 为 𝐴𝑥 = 0 为 𝐴 的零空间的一般向量。

总结：

1. 若 𝑟 = 𝑚 = 𝑛 → 𝑅 = 𝐼 , 即既没有多余的行，也没有多余的列，只有唯一解。

2. 若 𝑟 = 𝑛 < 𝑚 → 𝑅 = [𝐼
0
], 有多余的行，无解或唯一解。

3. 若 𝑟 = 𝑚 < 𝑛 → 𝑅 = [𝐼 𝐹], 即有多余的列，无穷多解。

4. 若 𝑟 < 𝑛, 𝑟 < 𝑚 → 𝑅 = [𝐼 𝐹
0 0

] , 即有多余的行与列，无解或者无穷多解。
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